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Questio 01 [ 1,25 ::: (a)=0,50; (b)=0,75 ]

(a) Mostre que a congruéncia 3 = 5 mod 9 nio possui solugao.
(b) Usando o item (a), mostre que nio existem z,y € Z tais que 2° — 108y = 5.
Solugao:

(a) Vamos calcular os possiveis restos da divisdo de z* por 9.

0°=0 mod?9 33=9.-3=0 mod 9 62=36-6=0 mod9
=1 mod9 43=16-4=(-2)-4=1 mod 9 73=49-7=4-7=1 mod 9
23=8 mod 9 53=25-5=(-2)-5=8 mod 9 8 =64-8=1-8=8 mod 9

Assim segue que a congruéncia 3 =5 mod 9 nao tem solucio.

(b) Suponha, por absurdo, que existam inteiros z e y que satisfacam a equacio z* — 108y® = 5.
Vamos analisar a equacao médulo 9.
Como —108y? = —12-9y> = —12-0-y> =0 mod 9, segue que 2> — 108y> = 23 mod 9.
Assim concluimos que 2* =5 mod 9.
Entretanto, pelo item (a), essa congruéncia ndo possui solugdes inteiras.
Logo obtemos uma contradigao.

Portanto, a equacao dada nao possui solugdes inteiras.

Questio 02 [ 1,25 ::: (a)=0,25; (b)=0,25; (¢)=0,75 ]

Seja f : R — R uma fungao real. Sabe-se que para todo z € R vale a identidade:
2f(x) + f(1 — x) = 322

(a) Calcule f (;) .

(b) Substitua z por 1 — z na equagdo acima e encontre outra identidade envolvendo f(z) e f(1 — x).
(c) Sabendo que f existe, determine f(z).

Solugao:

(a) Fazendox:%,temos que 2f () + f(1-1) :3-2 — 3f(3) :% — f(3)=1
M) 2fl—2)+ f(1—(1-2)=3(1—-2)? = 2f(1—x)+ f(x) =3(1 — 2)2

(¢) Vamos resolver o sistema

2f(z) + f(1 — 2) = 322 —4f(x) = 2f(1 — ) = —62° _ 6a? )2
{21’(1 —a)+ fl@) =3 -z? {f(x) +2f(1—2) =3(1-2) )= et e

Portanto, f(r) = 222 — (1 —2)? = 22 + 2z — 1.



Questiao 03 [ 1,25 ::: (a)=0,25; (b)=0,25; (c)=0,50; (d)=0,25 ]

Na figura, o tridngulo ABC' é equilatero de lado 10, os 4ngulos CAD e DAE sio congruentes e CE = 6.

A
XY
B C D E
Determine:
(a) a distancia do vértice A ao lado BC.
(b) a medida de AE.
(¢) a medida de CD.
) A

(d) a drea do tridngulo ACD.

Solugao:

B H C D E
V3

(a) Como o lado do tridngulo é 10, tracando a altura AH, temos AH = 10 - - = 5v/3.
— 10 —
(b) Da mesma forma, temos HC = 5 = 5, logo HE =5+ 6 = 11.

Com isso, AE° = AH’ + ﬁQ, logo AR = (5\/3)2 + 112, e entdo AE =175 + 121 = 196,
portanto AF = 14.
(¢) Chamando CD = x, temos DE = 6 — x.

AC AE 10 14
Pelo Teorema da Bissetriz Interna, = —— e portanto — = e entao
CD DE r 66—
60 5
— 10z =142 . 242 =60 "o = — = —.
60 — 10z x .. 24r =60 .. 2 91~ 9
5 15 253
(d) Com isso, o tridngulo AC'D tem base x = 3 °© altura 5+/3, portanto 4rea igual a 33" 5V3 = T\[



Questiao 04 [ 1,25 ::: (a)=0,25; (b)=0,50; (c)=0,50 ]

Seja f : R — R uma funcio dada por f(t) = C-a*/¢, onde C, a e d sdo constantes reais positivas, com a # 1.
Essa férmula é utilizada na modelagem de fenémenos de crescimento e decaimento bioldgicos, radioativos
ou financeiros que evoluem no tempo ¢ em que o valor inicial C' é multiplicado pelo fator de crescimento
(ou decrescimento) a, a cada intervalo de tempo de tamanho d.

(a) Mostre que, para todo t e para todo inteiro k vale
ft+k-d) = f(t)-ad"
(b) Utilizando o item anterior, prove que a sequéncia definida por
an = f(nd), n€Z,n >0

é uma progressao geométrica e determine a sua razao.

(¢) Uma determinada populacdo de bactérias duplica a cada 15 dias. Sabendo que a populagéo inicial
é de 10.000 individuos, utilize o modelo exponencial apresentado para estimar quantos dias serao
necessarios para que essa populagdo atinja 100.000 individuos. (Use a aproximagéo log;, 2 = 0,3).

Solugao:

t+kd

(a) ft+kd)=C-a"a

=C-aith =C.qaid® = f(t)-a".
(b) Fazendo t = 0 e k = n na identidade do item anterior, temos
f(nd) = £(0) -a" = C- a”

que é a expressao de uma progressao geométrica de primeiro termo C' e razao a.

De fato,

a1

ao f(O) ¢

f(d) _C-a

= a.

(c) A fungdo que modela o crescimento das bactérias é f(t) = 10 000 - 2t/15.
Precisamos encontrar t; tal que f(¢1) = 100 000.

Usaremos log x para designar o logaritmo decimal de x.

- - . t 1 1
10 000-21/1% = 100 000 <= 21/1° =10 <= log(2*/'%) = log10 < fr)logQ: 1 < t = 15 >

= 2 —50.
log2 0,3

Portanto serao necessarios, aproximadamente, 50 dias para que a populagao atinja 100 000 individuos.



Questao 05 [ 1,25 ::: (a)=0,50; (b)=0,50; (c)=0,25 ]

De um grupo com 6 professores, dentre eles Paula, e 5 alunos, dentre eles Anténio, deve-se formar uma
comissao de 5 pessoas.

(a)
(b)
()

Quantas comissoes de 5 pessoas desse grupo tém pelo menos 2 professores e 2 alunos?
Em quantas comissoes do item anterior participam simultaneamente Paula e Antonio?

Escolhendo ao acaso uma das comissdes que satisfazem as condic¢oes do item (a), qual é a probabili-
dade de que pelo menos um entre Paula e Antonio ndo participe da comisséo?

Solugao:

(a)

Como a comissao tem 5 pessoas e deve ter pelo menos 2 de professores e 2 alunos, as possibilidades
sdo 2 professores e 3 alunos ou 3 professores e 2 alunos:

(5)(5)+ (§)3) =150+ 030

Escolhidos a professora Paula e o aluno Antonio, falta escolher 3 pessoas entre 5 professores restantes
e 4 alunos restantes.
A comissao final deve ter pelo menos 2 professores e 2 alunos.

Entre os 3 adicionais, as possibilidades sao 1 professor e 2 alunos ou 2 professores e 1 aluno:

HIEREIERE

Pelo item (a), existem 350 comissdes possiveis. Pelo item (b), 70 delas contém simultaneamente Paula
e Antonio.

Logo, a probabilidade de que pelo menos um entre Paula e Antonio nao participe da comissao é o
complementar da probabilidade de ambos participarem.

Assim,l—ﬂzl—lzé.
350 5 5



Questiao 06 [ 1,25 ::: (a)=0,50; (b)=0,75 ]

Considere um cubo de bases ABCD e EFGH e arestas laterais AE, BF, CG e DH. Tome, sobre a diagonal
BD da face ABC D, um ponto X tal que ZAXF = /ZAXH = 90°.

(a) Prove que X é o ponto médio de AC.

(b)

Calcule a tangente do angulo AXE.

Solugao:

(a)

A

Como AH = AF e /AXF = ZAXH = 90°, os tridngulos retangulos AXF e AX H sdo congruentes
(um cateto e hipotenusa congruentes), logo XF' = X H.

Como F'B e HD sao ortogonais ao plano da face ABCD, os triangulos F'BX e HDX sao retangulos
com FBX = HDX = 90°. Como FB=HD e XF = X H, os triangulos FBX e HDX sao congru-
entes, logo DX = BX, e entdo X é ponto médio de BD. Como as diagonais AC e BD se cortam em
seus pontos médios, temos que X também é ponto médio de AC.

Solugdo alternativa do item (a):

Como LJAXF = ZAXH = 90°, a reta H é perpendicular a duas retas concorrentes W e ﬁ

contidas no plano DBHF'. Assim, AX é perpendicular a toda reta do plano DBHF', em particular,
a diagonal BD.

Como as diagonais AC e BD do quadrado ABCD se cortam perpendicularmente, vemos que X é
exatamente este ponto de intersecdo das diagonais, portanto o ponto médio de AC.

Considere o tridngulo X AE. Como o plano da base ABC' D, que contém o segmento AX é perpendi-
cular & aresta AF, temos que /X AE = 90°. Assim,

- AE
tgAXE = —.
AX

, logo

= V2.

Sendo a a aresta do cubo, temos AE =a e AX =

\[
2

tgA)?E =

av'2

2



Questao 07 [ 1,25 ::: (a)=0,25; (b)=0,50; (c)=0,50 ]

Considere a equagao de recorréncia (a,) definida por
ag =1, a; =1, anp =2ap-1 +an—o (n=2).
(a) Calcule az, ag € aq4.
(b) Prove, por indugdo, que todos os termos da sequéncia sdo impares.
(¢) Resolva a equagdo de recorréncia (ay,).
Solucgao:
(a) Pela recorréncia, a, = 2a,_1 + an—2, temos que
as =2a1+ap=2-1+1=23,

a3:2a2+a1:2~3+1:7,
ag =2a3+a,=2-7+3=17.

Portanto, ay = 3, azg =7, aqg = 17.

(b) Provaremos, por indugao, que todos os termos da sequéncia sao fmpares.

Base da indugdo. Como ag =1 e a; = 1, os dois primeiros termos sdo impares.

Hipétese de indugdo. Suponha que, para algum n > 1, os termos a,_1 e a, sejam impares.
Passo indutivo. Pela recorréncia, a,41 = 26, + ap—1.
Como 2a,, é par e a,—1 é impar, segue que a,+1 é impar.

Pelo Principio de Indugao Matematica, todos os termos da sequéncia sao impares.

(c) A equagdo caracteristica da recorréncia é r? —2r — 1 = 0.
Suas rafzes sdo 1 = 1 + /2, g =1—1/2.
Assim, a solugio geral é a,, = A(1+v/2)" + B(1 —v/2)", em que A e B sdo constantes.

Usando as condi¢Oes iniciais,

A+B=1,
A1 +V2)+B(1—-v2) =1.
A segunda equacio pode ser reescrita na forma A+ B + (A — B)v2 = 1.
1
Como A+ B =1, segue que A =B = 3

(1+¢§)"+(1—ﬁ)”.

Portanto, a,, = 5



Questiao 08 [ 1,25 ::: (a)=0,50; (b)=0,50; (c)=0,25 ]

(a)
(b)
(c)

Prove que mde(z, y) = mde(x, y + nx), para quaisquer x,y,n € Z.
Mostre que mdc(2a + b, a + 2b) divide 3a e divide 3b.

Se mdc(a,b) = 1, mostre que mde(2a + b,a + 2b) =1 ou 3.

Solugao:

(a)

Sejam dy =mdc(z,y) e do =mdc(z,y + nx).
Como d; | z e dy | y temos que dy|y + nx, e sendo dy um divisor comum de = e y + nz, d; divide ds.

Por outro lado, como ds | x e da | y + nx temos que ds | y, e sendo dy é um divisor comum de z e y,
d2 divide dl.
Portanto d; = d».

Pelo item (a) temos que
d = mdc(2a + b, a + 2b) = mdc(2a + b, a + 2b — 2(2a + b)) = mdc(2a + b, —3a)
d =mdc(2a 4+ b,a + 2b) = mdce(2a + b — 2(a + 2b), a + 2b) = mdc(—3b, a + 2b)
Segue dai que, d | 3a e d | 3b.
Seja d = mdc(2a + b, a + 2b).
Como mdc(a,b) = 1, existem r e s inteiros tais que ra 4+ sb =1 e dai r(3a) + s(3b) = 3.

Pelo item (b), d divide 3a e divide 3b e assim concluimos que d | 3.

Portanto d = 1 ou 3.



