
MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMÁTICA EM REDE NACIONAL

ENQ – 2026.2 – Gabarito sem Pautas

Questão 01 [ 1,25 ::: (a)=0,50; (b)=0,75 ]

(a) Mostre que a congruência x3 ≡ 5 mod 9 não possui solução.

(b) Usando o item (a), mostre que não existem x, y ∈ Z tais que x3 − 108y3 = 5.
Solução:

(a) Vamos calcular os posśıveis restos da divisão de x3 por 9.

03 ≡ 0 mod 9 33 ≡ 9 · 3 ≡ 0 mod 9 63 ≡ 36 · 6 ≡ 0 mod 9
13 ≡ 1 mod 9 43 ≡ 16 · 4 ≡ (−2) · 4 ≡ 1 mod 9 73 ≡ 49 · 7 ≡ 4 · 7 ≡ 1 mod 9
23 ≡ 8 mod 9 53 ≡ 25 · 5 ≡ (−2) · 5 ≡ 8 mod 9 83 ≡ 64 · 8 ≡ 1 · 8 ≡ 8 mod 9

Assim segue que a congruência x3 ≡ 5 mod 9 não tem solução.

(b) Suponha, por absurdo, que existam inteiros x e y que satisfaçam a equação x3 − 108y3 = 5.
Vamos analisar a equação módulo 9.
Como −108y3 ≡ −12 · 9y3 ≡ −12 · 0 · y3 ≡ 0 mod 9, segue que x3 − 108y3 ≡ x3 mod 9.
Assim conclúımos que x3 ≡ 5 mod 9.
Entretanto, pelo item (a), essa congruência não possui soluções inteiras.
Logo obtemos uma contradição.
Portanto, a equação dada não possui soluções inteiras.

Questão 02 [ 1,25 ::: (a)=0,25; (b)=0,25; (c)=0,75 ]

Seja f : R→ R uma função real. Sabe-se que para todo x ∈ R vale a identidade:

2f(x) + f(1− x) = 3x2.

(a) Calcule f

(
1
2

)
.

(b) Substitua x por 1− x na equação acima e encontre outra identidade envolvendo f(x) e f(1− x).

(c) Sabendo que f existe, determine f(x).
Solução:

(a) Fazendo x = 1
2, temos que 2f

( 1
2
)

+ f
(
1− 1

2
)

= 3 · 1
4 ⇐⇒ 3f

( 1
2
)

= 3
4 ⇐⇒ f

( 1
2
)

= 1
4 .

(b) 2f(1− x) + f(1− (1− x)) = 3(1− x)2 ⇐⇒ 2f(1− x) + f(x) = 3(1− x)2.

(c) Vamos resolver o sistema{
2f(x) + f(1− x) = 3x2

2f(1− x) + f(x) = 3(1− x)2 ⇐⇒

{
−4f(x)− 2f(1− x) = −6x2

f(x) + 2f(1− x) = 3(1− x)2 =⇒ −3f(x) = −6x2 + 3(1− x)2

Portanto, f(x) = 2x2 − (1− x)2 = x2 + 2x− 1.



Questão 03 [ 1,25 ::: (a)=0,25; (b)=0,25; (c)=0,50; (d)=0,25 ]

Na figura, o triângulo ABC é equilátero de lado 10, os ângulos CÂD e DÂE são congruentes e CE = 6.

α α

A

B C D E

Determine:

(a) a distância do vértice A ao lado BC.

(b) a medida de AE.

(c) a medida de CD.

(d) a área do triângulo ACD.

Solução:

α α

A

B C D EH

5 x 6− x

5
√

3

(a) Como o lado do triângulo é 10, traçando a altura AH, temos AH = 10 ·
√

3
2 = 5

√
3.

(b) Da mesma forma, temos HC = 10
2 = 5, logo HE = 5 + 6 = 11.

Com isso, AE
2 = AH

2 + HE
2
, logo AE

2 =
(
5
√

3
)2 + 112, e então AE

2 = 75 + 121 = 196,

portanto AE = 14.

(c) Chamando CD = x, temos DE = 6− x.

Pelo Teorema da Bissetriz Interna, AC

CD
= AE

DE
e portanto 10

x
= 14

6− x
e então

60− 10x = 14x ∴ 24x = 60 ∴ x = 60
24 = 5

2 .

(d) Com isso, o triângulo ACD tem base x = 5
2 e altura 5

√
3, portanto área igual a 1

2 ·
5
2 · 5
√

3 = 25
√

3
4 .



Questão 04 [ 1,25 ::: (a)=0,25; (b)=0,50; (c)=0,50 ]

Seja f : R→ R uma função dada por f(t) = C ·at/d, onde C, a e d são constantes reais positivas, com a ̸= 1.
Essa fórmula é utilizada na modelagem de fenômenos de crescimento e decaimento biológicos, radioativos
ou financeiros que evoluem no tempo t em que o valor inicial C é multiplicado pelo fator de crescimento
(ou decrescimento) a, a cada intervalo de tempo de tamanho d.

(a) Mostre que, para todo t e para todo inteiro k vale

f(t + k · d) = f(t) · ak.

(b) Utilizando o item anterior, prove que a sequência definida por

an = f(nd), n ∈ Z, n ⩾ 0

é uma progressão geométrica e determine a sua razão.

(c) Uma determinada população de bactérias duplica a cada 15 dias. Sabendo que a população inicial
é de 10.000 indiv́ıduos, utilize o modelo exponencial apresentado para estimar quantos dias serão
necessários para que essa população atinja 100.000 indiv́ıduos. (Use a aproximação log10 2 = 0,3).

Solução:

(a) f(t + kd) = C · a t+kd
d = C · a t

d +k = C · a t
d ak = f(t) · ak.

(b) Fazendo t = 0 e k = n na identidade do item anterior, temos

f(nd) = f(0) · an = C · an

que é a expressão de uma progressão geométrica de primeiro termo C e razão a.
De fato,

a1

a0
= f(d)

f(0) = C · a
C

= a.

(c) A função que modela o crescimento das bactérias é f(t) = 10 000 · 2t/15.

Precisamos encontrar t1 tal que f(t1) = 100 000.
Usaremos log x para designar o logaritmo decimal de x.

10 000·2t1/15 = 100 000 ⇐⇒ 2t1/15 = 10 ⇐⇒ log(2t1/15) = log 10 ⇐⇒ t1

15 log 2 = 1 ⇐⇒ t1 = 15
log 2 = 15

0, 3 = 50.

Portanto serão necessários, aproximadamente, 50 dias para que a população atinja 100 000 indiv́ıduos.



Questão 05 [ 1,25 ::: (a)=0,50; (b)=0,50; (c)=0,25 ]

De um grupo com 6 professores, dentre eles Paula, e 5 alunos, dentre eles Antônio, deve-se formar uma
comissão de 5 pessoas.

(a) Quantas comissões de 5 pessoas desse grupo têm pelo menos 2 professores e 2 alunos?

(b) Em quantas comissões do item anterior participam simultaneamente Paula e Antônio?

(c) Escolhendo ao acaso uma das comissões que satisfazem as condições do item (a), qual é a probabili-
dade de que pelo menos um entre Paula e Antônio não participe da comissão?

Solução:

(a) Como a comissão tem 5 pessoas e deve ter pelo menos 2 de professores e 2 alunos, as possibilidades
são 2 professores e 3 alunos ou 3 professores e 2 alunos:(

6
2

)(
5
3

)
+

(
6
3

)(
5
2

)
= 15 · 10 + 20 · 10 = 350.

(b) Escolhidos a professora Paula e o aluno Antônio, falta escolher 3 pessoas entre 5 professores restantes
e 4 alunos restantes.
A comissão final deve ter pelo menos 2 professores e 2 alunos.
Entre os 3 adicionais, as possibilidades são 1 professor e 2 alunos ou 2 professores e 1 aluno:(

5
1

)(
4
2

)
+

(
5
2

)(
4
1

)
= 5 · 6 + 10 · 4 = 70.

(c) Pelo item (a), existem 350 comissões posśıveis. Pelo item (b), 70 delas contêm simultaneamente Paula
e Antônio.
Logo, a probabilidade de que pelo menos um entre Paula e Antônio não participe da comissão é o
complementar da probabilidade de ambos participarem.

Assim, 1− 70
350 = 1− 1

5 = 4
5 .



Questão 06 [ 1,25 ::: (a)=0,50; (b)=0,75 ]

Considere um cubo de bases ABCD e EFGH e arestas laterais AE, BF , CG e DH. Tome, sobre a diagonal
BD da face ABCD, um ponto X tal que ∠AXF = ∠AXH = 90◦.

(a) Prove que X é o ponto médio de AC.

(b) Calcule a tangente do ângulo AX̂E.
Solução:

(a)

A B

C

E

F

GH

D

X

Como AH = AF e ∠AXF = ∠AXH = 90◦, os triângulos retângulos AXF e AXH são congruentes
(um cateto e hipotenusa congruentes), logo XF = XH.
Como FB e HD são ortogonais ao plano da face ABCD, os triângulos FBX e HDX são retângulos
com FB̂X = HD̂X = 90◦. Como FB = HD e XF = XH, os triângulos FBX e HDX são congru-
entes, logo DX = BX, e então X é ponto médio de BD. Como as diagonais AC e BD se cortam em
seus pontos médios, temos que X também é ponto médio de AC.

Solução alternativa do item (a):

Como ∠AXF = ∠AXH = 90◦, a reta ←→AX é perpendicular a duas retas concorrentes ←→XF e ←−→XH

contidas no plano DBHF . Assim, ←→AX é perpendicular a toda reta do plano DBHF , em particular,
à diagonal BD.
Como as diagonais AC e BD do quadrado ABCD se cortam perpendicularmente, vemos que X é
exatamente este ponto de interseção das diagonais, portanto o ponto médio de AC.

(b) Considere o triângulo XAE. Como o plano da base ABCD, que contém o segmento AX é perpendi-
cular à aresta AE, temos que ∠XAE = 90◦. Assim,

tg AX̂E = AE

AX
.

Sendo a a aresta do cubo, temos AE = a e AX = a
√

2
2 , logo

tg AX̂E = a

a
√

2
2

=
√

2.



Questão 07 [ 1,25 ::: (a)=0,25; (b)=0,50; (c)=0,50 ]

Considere a equação de recorrência (an) definida por

a0 = 1, a1 = 1, an = 2an−1 + an−2 (n ⩾ 2).

(a) Calcule a2, a3 e a4.

(b) Prove, por indução, que todos os termos da sequência são ı́mpares.

(c) Resolva a equação de recorrência (an).

Solução:

(a) Pela recorrência, an = 2an−1 + an−2, temos que

a2 = 2a1 + a0 = 2 · 1 + 1 = 3,

a3 = 2a2 + a1 = 2 · 3 + 1 = 7,

a4 = 2a3 + a2 = 2 · 7 + 3 = 17.

Portanto, a2 = 3, a3 = 7, a4 = 17.

(b) Provaremos, por indução, que todos os termos da sequência são ı́mpares.
Base da indução. Como a0 = 1 e a1 = 1, os dois primeiros termos são ı́mpares.

Hipótese de indução. Suponha que, para algum n ⩾ 1, os termos an−1 e an sejam ı́mpares.
Passo indutivo. Pela recorrência, an+1 = 2an + an−1.

Como 2an é par e an−1 é ı́mpar, segue que an+1 é ı́mpar.
Pelo Prinćıpio de Indução Matemática, todos os termos da sequência são ı́mpares.

(c) A equação caracteŕıstica da recorrência é r2 − 2r − 1 = 0.

Suas ráızes são r1 = 1 +
√

2, r2 = 1−
√

2.

Assim, a solução geral é an = A(1 +
√

2)n + B(1−
√

2)n, em que A e B são constantes.
Usando as condições iniciais, {

A + B = 1,

A(1 +
√

2) + B(1−
√

2) = 1.

A segunda equação pode ser reescrita na forma A + B + (A−B)
√

2 = 1.

Como A + B = 1, segue que A = B = 1
2.

Portanto, an = (1 +
√

2)n + (1−
√

2)n

2 .



Questão 08 [ 1,25 ::: (a)=0,50; (b)=0,50; (c)=0,25 ]

(a) Prove que mdc(x, y) = mdc(x, y + nx), para quaisquer x, y, n ∈ Z.

(b) Mostre que mdc(2a + b, a + 2b) divide 3a e divide 3b.

(c) Se mdc(a, b) = 1, mostre que mdc(2a + b, a + 2b) = 1 ou 3.

Solução:

(a) Sejam d1 =mdc(x, y) e d2 =mdc(x, y + nx).
Como d1 | x e d1 | y temos que d1|y + nx, e sendo d1 um divisor comum de x e y + nx, d1 divide d2.
Por outro lado, como d2 | x e d2 | y + nx temos que d2 | y, e sendo d2 é um divisor comum de x e y,
d2 divide d1.
Portanto d1 = d2.

(b) Pelo item (a) temos que

d = mdc(2a + b, a + 2b) = mdc(2a + b, a + 2b− 2(2a + b)) = mdc(2a + b,−3a)

d = mdc(2a + b, a + 2b) = mdc(2a + b− 2(a + 2b), a + 2b) = mdc(−3b, a + 2b)

Segue dáı que, d | 3a e d | 3b.

(c) Seja d = mdc(2a + b, a + 2b).
Como mdc(a, b) = 1, existem r e s inteiros tais que ra + sb = 1 e dáı r(3a) + s(3b) = 3.
Pelo item (b), d divide 3a e divide 3b e assim conclúımos que d | 3.
Portanto d = 1 ou 3.


