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ENQ — 2025.2 — Gabarito com Pautas de Correcao

Questao 01 [ 1,25 ::: (a)=0,75; (b)=0,50 ]

ABCD é um tetraedro regular de arestas de medida a. Sejam M, N, P e @) os baricentros das faces ABC, DBC, DCA
e DAB, respectivamente.

B

(a) Determine a medida da aresta do tetraedro regular M N PQ em fungao de a.
x3/2
(b) Sabendo que o volume de um tetraedro regular de aresta de medida x é dado por V = TR determine a razao
entre os volumes dos tetraedros M N PQ e ABCD.

Solugao:

(a) D D

P R a1 c

Considere R, ponto médio da aresta AB, e o triangulo RDC', como na figura acima.
Como R é ponto médio de AB e a face ABD ¢ equilatera, o baricentro ) desta face estara sobre a mediana DR.

Da mesma forma, o baricentro M da face ABC' estard sobre CR.

R

W =

I 11—
Como (@ é o baricentro de ABD, temos que RQ = §RD' Pela mesma razao, RM =

-CD

Wl =
Il
W =
wl

Com isso, os triangulos RQM e RDC' serao semelhantes e, portanto, M Q) =



a 3
(5) V2 (a)3 a’
19 9 97 1
(b) A razao entre os volumes seré dada por 312\/5 = 23 = 621,’5 =7
12
Solucao alternativa para o item (a)
D

LD

Considere R, ponto médio da aresta AB, e S ponto médio de BC', como na figura.

O segmento RS é base média do triangulo ABC, logo RS = - = g.

b
Q

O triangulo DRS é isosceles, com DR = DS.

—— _—_ 2DR
Como os pontos @ e N sao os baricentros das faces DAB e DBC, respectivamente, temos DQ = DN = —

Temos ainda que QN é paralelo a RS, logo o triangulo triangulo DQN ¢ semelhante ao triangulo DRS e, com isso

2 DR

logo

Solugao alternativa para o item (b)

Como a razao entre volumes de sélidos semelhantes é o cubo da razao entre as medidas lineares, a razao entre o volume
3
1 1
de PQNM e o volume de ABCD é (3) =5
Pauta de Correcgao:
(a) e Tragar as alturas de duas faces e observar semelhanga de tridngulos ou equivalente. [0, 50]

e Concluir que a medida da aresta é g. [0, 25]

Pauta alternativa do item (a):

e Considerar os pontos R e S e observar a semelhanga entre os tridngulos DRS e DQN (ou configuracéo
equivalente). [0, 50]

e Concluir que a medida da aresta é g. [0, 25]

1
(b) e Calcular corretamente a razao 77 [0, 50]
Pauta alternativa do item (b):
e Escrever que a razao entre os volumes é o cubo da razao de semelhanga entre as arestas ou equivalente. [0, 25]

1
e Concluir que a razao é 77 [0, 25]



Questao 02 [ 1,25 ::: (a)=0,50; (b)=0,75 ]

(a) Determine a soma, em fungao de n, dos divisores positivos de 3", com n inteiro positivo.
(b) Determine a soma, em funcéo de m e n, dos divisores positivos de 2™ - 3", com m e n inteiros e positivos.
Solugao:
(a) Os divisores positivos de 3™ sdo 1,3,...,3".
Esses nimeros formam uma progressao geométrica com n+ 1 termos, primeiro termo 1, razao 3 e, assim, a soma é

3l —1

d 3 =143+ 43" = 5
k=0

(b) Seja N =2™.3". Os divisores positivos de N sdo os numeros da forma 27 . 3’“, com0<j<me0<k<n.

Logo, a soma dos divisores positivos de N é dada por

3n+1 —1 B (2m+1 _ 1)(3n+1 _ 1)

S 23R =320y 3k = (124 2™ (1434 437) = (27T 1) = 5
B k=0

j<m 7=0

Pauta de Correcao:

(a) e Indicar os divisores positivos de 3". [0,25]
e Calcular a soma dos divisores positivos de 3™. [0,25]

(b) e Indicar os divisores positivos de 2™ - 3. [0,25]

e Calcular a soma dos divisores positivos de 2™ - 3™. [0,50]

Questao 03 [ 1,25 ::: (a)=0,50; (b)=0,75 ]

Considere a sequéncia definida por a; = 1,a2 =2 e a,, = ay,_1 + ay,_2, para n > 3.
Prove, por indugao em n, que:

(a) a1 +as+ -+ azp—1 = az, — 1, para todo n > 1.

(b) a? +a3+---+a2 = anans1 — 1, para todo n > 1.
Solugao:

(a) O resultado vale para n =1, pois a3 =1 =ag — 1.
Agora supoe que o resultado vale para um certo k > 1, ou seja, a1 + ag + -+ + agp—1 = agp — 1.
Para k£ 4+ 1 temos que

a; +ag + -+ agk—1 tagy1)—1 = ok — L+agky1 = asg + agp+1 — 1 = agkr2 — 1 = agpqr) — 1
~—

Assim segue o resultado.

(b) O resultado vale para n = 1, pois a3 = 1 = ajas — 1.
Agora supde que o resultado vale para um certo k > 1, ou seja, a3 + a3 + -+ + aﬁ = agar4+1 — 1.

Para k 4+ 1 temos que

2 2 2 2 2
ai + a3+ +ap +ap, = akaprr — L+ag = appa(ag +agy1) — 1= apprapi2 — 1= appragy1y1 — 1
N————

Assim segue o resultado.



Pauta de Correcao:

()

Fazer a base de indugao. [0,25]

Fazer a passagem de indugao. [0,25]

(b)

Fazer a base de indugao. [0,25]

Fazer a passagem de indugao. [0,50]

Questao 04 [1,25]

Sejam m,n € N e a € Z. Mostre que 3 | a™ — a™ nos seguintes casos:
(a) m e n sdo ambos pares.
(b) m e n sdo ambos fmpares.

Solugao:

Temos que a = 3q,a =3¢+ 1 ou a = 3¢ + 2.

Se a = 3¢, entdao a™ — a™ = (3¢)" — (3¢)" = 3t.

Sea=3¢+1,entao a™ —a™ = B¢+ 1) — 3¢+ 1)"=3r+1—(3s+1) =3(r — s).

Nos dois casos, 3 | a™ — a™ quaisquer que sejam os inteiros m e n.

Suponha a = 3¢g + 2. Neste caso,a =3¢+3—-1=3t—1¢
a—a"=Bt—-1)"=-Bt—-1)"=3r+(-1)" — (3s+ (—=1)").

(a) Se m e n sdo pares, entdo a™ —a” =3r+1— (3s+1) =3(r — s).

m n

Portanto, 3 | a™ — a™.

(b) Se m e n sdo fmpares, entdo a™ —a™ =3r—1—(3s—1) = 3(r — s).

Portanto, 3 | a™ — a™.
Pauta de Correcao:
e Escrever as possibilidades a = 3¢,a = 3¢+ 1 ou a = 3¢ + 2. [0.25]
e Observar que no caso a = 3¢, tem-se que 3 | a” — a™. [0, 25]
e Provar que no caso a =3¢+ 1, 3 | a™ — a™. [0,25]
e Concluir o resultado no item (a). [0.25]

e Concluir o resultado no item (b). [0.25]
Solucao Alternativa:
Se 3 | a, entao 3 | a™ — a”, quaisquer que sejam os inteiros m e n.
Suponhamos entdo que 3 { a, ou equivalentemente, que (a,3) = 1.

Usando o Pequeno Teorema de Fermat concluimos que 3 | a? — 1.

(a) Se m e n sdo pares, entdo m = 2k; e n = 2ky. Como a® — 1 | a®*1 — 1, segue que 3 | a® —1=a™ — 1.
Analogamente, 3 | a?*2 — 1 =a" — 1.

Portanto, 3 | (a™ —1) — (a" — 1) =a™ — a™.



(b) Se m e n sao fmpares,entdao m = 2k + 1 e n = 2ks + 1.

2ky+1 2ka+1 _

Temos que 3 [a?** —1e 3| a?*? —1,logo 3 | a

Portanto, 3 | a?f1+1 — g2k2+l = gm — gn,

—aedla a.

Pauta de Correcao da Solugao Alternativa:
e Observar que no caso em que 3 | a, tem-se que 3 | a™ — a™. [0, 25]
e Concluir que no caso 3 { a, tem-se que 3 | a®> — 1. [0.25]
e Concluir que no caso 3 { a, tem-se que 3 | a®** — 1. [0.25]
e Concluir o resultado no item (a). [0.25]

e Concluir o resultado no item (b). [0.25]

Questao 05 [ 1,25 ::: (a)=0,50; (b)=0,25; (c)=0,50 ]

Considere trés circulos, de raios a, b e ¢ (dois a dois distintos), tangentes exteriormente dois a dois e todos tangentes a
uma reta s nos pontos A, B e C, respectivamente, como mostra a figura abaixo:

(a) Prove que AC = 2\/ac.
(b) Dé o valor de AB em funcao de a e b e o valor de BC em fungdo de b e c.
(¢) Determine b em fungéo de a e c.

Solugao:

(a)




Considere os pontos D e E centros dos circulos A e C respectivamente, e o ponto F' sobre C'E tal que DF seja
ortogonal a CFE.

Como DACF é um retangulo, segue que DF = AC.
Temos ainda que DE =a+ce EF =c—a.

Aplicando o Teorema de Pitagoras ao triangulo retangulo DEF', segue que

DF +EF =DE",

logo
A’ + (c—a)? = (a+c)?,
que nos da
Ac’ = (a+¢)? = (c —a)? = (a® 4 2ac + *) — (? — 2ac + a?) = 4ac.
Com isso,

AC = Vdac = 2v/ac.
(b) Repetindo os argumentos do item (a) para os circulos de raios a e b, temos que
AB = 2Vab.

Repetindo agora para os circulos de raios c e b, segue que

BC = 2Vbc.
(¢) Temos que
AC =AB+ BC.

Com isso,

2v/ac = 2vab + 2Vbe . v/ac = Vab + Vbe.

Elevando ao quadrado, segue que

ac = ab+ 2VabVbe + be . ac = ab + 2by/ac + be.

Com isso,
ac=1b (a—l—Z\/ac—l—c) ,
que nos da
b ac
a+2/ac+c

Pauta de Correcgao:

(a) e Chegou a DF +EF =DE", onde D é o centro do circulo de raio a, E é o centro do circulo de raio ¢ e F
a projecao de D sobre CE. [0,25]

Concluir que AC' = v/4ac = 2+/ac. [0, 25]
Obter que AB = 2v/ab e BC = 2V/be. [0,25]

—
o
~~
[ ]

Observar que 2y/ac = 2v/ab + 2v/bc ou equivalente. [0, 25]
[0, 25]

—
o
~
[ ]

Concluir b =

ac
a+ 2y/ac+c’



Questao 06 [ 1,25 ::: (a)=0,75; (b)=0,50 ]

Em cada item abaixo, decida e justifique se a afirmacao dada é falsa ou verdadeira:

(a) Seac—l}Oou2 v

1 > 1, entao x > —/73.
(b) Se |z +2| <2elz|>1, entao x > —4.
Solugao:

(a) VERDADEIRA.

x —x
Temos que x — 1 > 0 é equivalente a = > 1. J4, Cy—] > 1 é equivalente a

1
p—1 2LL__l>O,ouseja,§<ar:<1.

Assim, a condigao x — 1 > 0 ou

. s 1
> 1 é satisfeita se, e somente se, x > 3
T —

1
Como x > 3 implica x > —+/73, a afirmagao é verdadeira.

(b) FALSA.
Temos que |z + 2| < 2 é equivalente a —2 < z+ 2 < 2. Logo, —4 < z < 0.
Agora, || > 1 é equivalente a x < —1 ou z > 1.
Portanto, |x +2| <2 e |z| > 1 é equivalente a —4 < x < —1.
Mas esse intervalo inclui x = —4, que nao satisfaz z > —4.

Portanto, a afirmacao é falsa.

Pauta de Correcao:

(a) e Resolver a inequagao >1.1[0,25]

X
20— 1
- - > 1. (0,25

e Resolver t — 1 > 0 ou 5
e Concluir que a afirmagao é verdadeira. [0, 25]

(b) e Resolver |z +2| <2e|z| > 1. [0,25]

e Concluir que a afirmagao ¢ falsa. [0, 25]
Pauta de Corregao alternativa para o item (b):

(b) e Justificar que as desigualdades valem no caso x = —4, mas a condigdo x > —4 nao vale, por isso, a implicagao é
falsa. [0,50]

Observagao: Os resultados nao precisam estar estritamente alinhados & resolucdo apresentada aqui. As respostas
podem surgir do uso de intervalos de reta, estudo do sinal de fungoes ou operacdes com conjuntos.



Questao 07 [1,25 ]

Trés satélites artificiais orbitam a Terra e serao recalibrados sempre que passarem simultaneamente pelo meridiano de
Greenwich. Seus ciclos orbitais sao:

e Satélite A: Completa uma érbita a cada 7 horas e passou por Greenwich as 2 horas do dia 0.
e Satélite B: Completa uma 6rbita a cada 11 horas e passou por Greenwich as 3 horas do dia 0.

e Satélite C: Completa uma Orbita a cada 10 horas e passou por Greenwich as 4 horas do dia 0.

Determine o primeiro instante ¢ (em horas apds o dia 0) em que os satélites serao recalibrados.
Solugao:

Pelo enunciado os instantes de recalibragem serao dados pelo seguinte sistema de congruéncias

t= 2 mod7
t= 3 mod 11
t= 4 mod 10.

Como (7,11) = (7,11) = (11,10) = 1 usaremos o Teorema Chinés dos Restos.
Temos que ¢ =2,co =3 ,¢c3=4, M =7-11-10= 770, M7 = 110, M5 =70 e M35 = 77.
Por inspecao temos que, y1 = 3,y2 = 3 e y3 = 3 sao solugoes, respectivamente, das congruéncias
110y; =1 mod 7, 7T0ys =1 mod 11 e 77ys =1 mod 10.
Portanto, as solugoes do sistema sao dadas por
t = Myyic1 + Moysco + Msyscs mod 770.
Assim , t=110-2-34+70-3-3+77-3-4 = 2214 = 674 mod 770.
A solucao geral do sistema é dada por t = 770k + 674, onde k € Z.
Portanto, o primeiro instante em que serao recalibrados se darda 674 horas apds o dia 0.

Pauta de Correcgao:

e Escrever o sistema. [0,25]
e Achar uma solucao. [0,50]
e Escrever a solugao geral. [0,25]

e Determinar o primeiro instante. [0,25]

Solugao Alternativa:

Sejam x, y e z as quantidades de voltas em torno da Terra dadas pelos satélites A, B e C, respectivamente.
Queremos encontrar ¢ que seja solucao do seguinte sistema:

t="Tx+2
t=11y+3
t=10z+4

Temos entao que 7z — 11y = 1 e 11y — 10z = 1. A primeira equacao nos fornece © = 11k — 3 e y = 7Tk — 2; donde
77k — 10z = 23.



Esta ultima igualdade nos fornece k = 10p + 9, onde k,p € Z e x serda dado por x = 110p + 96.

Teremos entao parat ,t =7x + 2 = 770p + 674.
Portanto, o primeiro instante em que serao recalibrados se dara 674 horas apds o dia 0.

Pauta de Correcao da Solugao Alternativa:

e Escrever o sistema. [0,25]

e Achar uma solugao para as duas primeiras equagoes. [0,25]
e Achar uma solugao para as duas tltimas. [0,25]

e Escrever a solugao geral. [0,25]

e Determinar o primeiro instante. [0,25]

Questao 08 [ 1,25 ::: (a)=0,50; (b)=0,75 ]

(a) Dados os nimeros reais «, 3,7, mostre que existem infinitos polinémios de grau 3 com coeficientes reais que tém
«, B e 7y como raizes.

(b) Encontre um polinémio P(X) de grau 3 tal que P(1) = P(3) = P(4) =8 e P(2) = 16.
Solugao:
(a) Para cada nimero real a definimos o polinémio
Fo(X) = a(X = a)(X = B)(X =)
Como P,(a) = P,(8) = P,(y) = 0, temos infinitos polindémios de grau 3 com as trés raizes.

(b) Considere o polinémio Q(X) = P(X) — 8. Assim, temos Q(1) = Q(3) = Q(4) = 0.
Entao segue que Q(X) = a(X — 1)(X — 3)(X — 4) para algum a € R.
Logo temos que P(X) = a(X — 1)(X — 3)(X —4) + 8. Como P(2) = 16 temos que

16=a(2-1)(2-3)2—-4)+8 <= 2a+8=16 <= a=4.
Portanto, P(X) = 4(X —1)(X —3)(X —4) +8 =4X3 — 32X2 + 76X — 40
Pauta de Correcao:

(a) e Escrever um polindémio do grau 3 como P(X) = a(X — a)(X — 8)(X — v), ou algo equivalente. [0,25]

Concluir que h4 infinitos polinémios. [0,25]

(b)

Escrever Q(X) = P(X) — 8. [0,25]
Concluir que Q(1) = Q(3) = Q(4) = 0. [0,25)
Encontrar a partir de P(2) = 16 um polindémio de grau 3. [0,25]



