
MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMÁTICA EM REDE NACIONAL

ENQ – 2025.2 – Gabarito com Pautas de Correção

Questão 01 [ 1,25 ::: (a)=0,75; (b)=0,50 ]

ABCD é um tetraedro regular de arestas de medida a. Sejam M , N , P e Q os baricentros das faces ABC, DBC, DCA
e DAB, respectivamente.

(a) Determine a medida da aresta do tetraedro regular MNPQ em função de a.

(b) Sabendo que o volume de um tetraedro regular de aresta de medida x é dado por V =
x3

√
2

12
, determine a razão

entre os volumes dos tetraedros MNPQ e ABCD.

Solução:

(a)

Considere R, ponto médio da aresta AB, e o triângulo RDC, como na figura acima.

Como R é ponto médio de AB e a face ABD é equilátera, o baricentro Q desta face estará sobre a mediana DR.

Da mesma forma, o baricentro M da face ABC estará sobre CR.

Como Q é o baricentro de ABD, temos que RQ =
1

3
RD. Pela mesma razão, RM =

1

3
RC.

Com isso, os triângulos RQM e RDC serão semelhantes e, portanto, MQ =
1

3
· CD =

1

3
· a =

a

3
.



(b) A razão entre os volumes será dada por

(a
3

)3 √
2

12
a3

√
2

12

=

(a
3

)3

a3
=

a3

27
a3

=
1

27
.

Solução alternativa para o item (a)

Considere R, ponto médio da aresta AB, e S ponto médio de BC, como na figura.

O segmento RS é base média do triângulo ABC, logo RS =
AC

2
=

a

2
.

O triângulo DRS é isósceles, com DR ≡ DS.

Como os pontos Q e N são os baricentros das faces DAB e DBC, respectivamente, temos DQ = DN =
2 DR

3
.

Temos ainda que QN é paralelo a RS, logo o triângulo triângulo DQN é semelhante ao triângulo DRS e, com isso

QN

RS
=

DQ

DR
=

2 DR

3
DR

=
2

3
,

logo

QN =
2

3
·RS =

2

3
· a
2
=

a

3
.

Solução alternativa para o item (b)

Como a razão entre volumes de sólidos semelhantes é o cubo da razão entre as medidas lineares, a razão entre o volume

de PQNM e o volume de ABCD é

(
1

3

)3

=
1

27
.

Pauta de Correção:

(a) • Traçar as alturas de duas faces e observar semelhança de triângulos ou equivalente. [0, 50]

• Concluir que a medida da aresta é
a

3
. [0, 25]

Pauta alternativa do item (a):

• Considerar os pontos R e S e observar a semelhança entre os triângulos DRS e DQN (ou configuração
equivalente). [0, 50]

• Concluir que a medida da aresta é
a

3
. [0, 25]

(b) • Calcular corretamente a razão
1

27
. [0, 50]

Pauta alternativa do item (b):

• Escrever que a razão entre os volumes é o cubo da razão de semelhança entre as arestas ou equivalente. [0, 25]

• Concluir que a razão é
1

27
. [0, 25]



Questão 02 [ 1,25 ::: (a)=0,50; (b)=0,75 ]

(a) Determine a soma, em função de n, dos divisores positivos de 3n, com n inteiro positivo.

(b) Determine a soma, em função de m e n, dos divisores positivos de 2m · 3n, com m e n inteiros e positivos.

Solução:

(a) Os divisores positivos de 3n são 1, 3, . . . , 3n.

Esses números formam uma progressão geométrica com n+1 termos, primeiro termo 1, razão 3 e, assim, a soma é
n∑

k=0

3k = 1 + 3 + · · ·+ 3n =
3n+1 − 1

2
.

(b) Seja N = 2m · 3n. Os divisores positivos de N são os números da forma 2j · 3k, com 0 ⩽ j ⩽ m e 0 ⩽ k ⩽ n.

Logo, a soma dos divisores positivos de N é dada por∑
0 ⩽ j ⩽ m
0 ⩽ k ⩽ n

2j ·3k =

m∑
j=0

2j ·
n∑

k=0

3k = (1+2+· · ·+2m)(1+3+· · ·+3n) = (2m+1−1)·3
n+1 − 1

2
=

(2m+1 − 1)(3n+1 − 1)

2
.

Pauta de Correção:

(a) • Indicar os divisores positivos de 3n. [0,25]

• Calcular a soma dos divisores positivos de 3n. [0,25]

(b) • Indicar os divisores positivos de 2m · 3n. [0,25]
• Calcular a soma dos divisores positivos de 2m · 3n. [0,50]

Questão 03 [ 1,25 ::: (a)=0,50; (b)=0,75 ]

Considere a sequência definida por a1 = 1, a2 = 2 e an = an−1 + an−2, para n ⩾ 3.

Prove, por indução em n, que:

(a) a1 + a3 + · · ·+ a2n−1 = a2n − 1, para todo n ⩾ 1.

(b) a21 + a22 + · · ·+ a2n = anan+1 − 1, para todo n ⩾ 1.

Solução:

(a) O resultado vale para n = 1, pois a1 = 1 = a2 − 1.

Agora supõe que o resultado vale para um certo k ⩾ 1, ou seja, a1 + a3 + · · ·+ a2k−1 = a2k − 1.

Para k + 1 temos que

a1 + a3 + · · ·+ a2k−1︸ ︷︷ ︸+a2(k+1)−1 = a2k − 1︸ ︷︷ ︸+a2k+1 = a2k + a2k+1 − 1 = a2k+2 − 1 = a2(k+1) − 1.

Assim segue o resultado.

(b) O resultado vale para n = 1, pois a21 = 1 = a1a2 − 1.

Agora supõe que o resultado vale para um certo k ⩾ 1, ou seja, a21 + a22 + · · ·+ a2k = akak+1 − 1.

Para k + 1 temos que

a21 + a22 + · · ·+ a2k︸ ︷︷ ︸+a2k+1 = akak+1 − 1︸ ︷︷ ︸+a2k+1 = ak+1(ak + ak+1)− 1 = ak+1ak+2 − 1 = ak+1a(k+1)+1 − 1.

Assim segue o resultado.



Pauta de Correção:

(a) • Fazer a base de indução. [0,25]

• Fazer a passagem de indução. [0,25]

(b) • Fazer a base de indução. [0,25]

• Fazer a passagem de indução. [0,50]

Questão 04 [ 1,25 ]

Sejam m,n ∈ N e a ∈ Z. Mostre que 3 | am − an nos seguintes casos:

(a) m e n são ambos pares.

(b) m e n são ambos ı́mpares.

Solução:

Temos que a = 3q, a = 3q + 1 ou a = 3q + 2.

Se a = 3q, então am − an = (3q)n − (3q)n = 3t.

Se a = 3q + 1, então am − an = (3q + 1)m − (3q + 1)n = 3r + 1− (3s+ 1) = 3(r − s).

Nos dois casos, 3 | am − an quaisquer que sejam os inteiros m e n.

Suponha a = 3q + 2. Neste caso, a = 3q + 3− 1 = 3t− 1 e

am − an = (3t− 1)m − (3t− 1)n = 3r + (−1)m − (3s+ (−1)n).

(a) Se m e n são pares, então am − an = 3r + 1− (3s+ 1) = 3(r − s).

Portanto, 3 | am − an.

(b) Se m e n são ı́mpares, então am − an = 3r − 1− (3s− 1) = 3(r − s).

Portanto, 3 | am − an.

Pauta de Correção:

• Escrever as possibilidades a = 3q, a = 3q + 1 ou a = 3q + 2. [0.25]

• Observar que no caso a = 3q, tem-se que 3 | am − an. [0, 25]

• Provar que no caso a = 3q + 1, 3 | am − an. [0, 25]

• Concluir o resultado no item (a). [0.25]

• Concluir o resultado no item (b). [0.25]

Solução Alternativa:

Se 3 | a, então 3 | am − an, quaisquer que sejam os inteiros m e n.

Suponhamos então que 3 ∤ a, ou equivalentemente, que (a, 3) = 1.

Usando o Pequeno Teorema de Fermat conclúımos que 3 | a2 − 1.

(a) Se m e n são pares, então m = 2k1 e n = 2k2. Como a2 − 1 | a2k1 − 1, segue que 3 | a2k1 − 1 = am − 1.

Analogamente, 3 | a2k2 − 1 = an − 1.

Portanto, 3 | (am − 1)− (an − 1) = am − an.



(b) Se m e n são ı́mpares,então m = 2k1 + 1 e n = 2k2 + 1.

Temos que 3 |a2k1 − 1 e 3 | a2k2 − 1, logo 3 | a2k1+1 − a e 3 | a2k2+1 − a.

Portanto, 3 | a2k1+1 − a2k2+1 = am − an.

Pauta de Correção da Solução Alternativa:

• Observar que no caso em que 3 | a, tem-se que 3 | am − an. [0, 25]

• Concluir que no caso 3 ∤ a, tem-se que 3 | a2 − 1. [0.25]

• Concluir que no caso 3 ∤ a, tem-se que 3 | a2k1 − 1. [0.25]

• Concluir o resultado no item (a). [0.25]

• Concluir o resultado no item (b). [0.25]

Questão 05 [ 1,25 ::: (a)=0,50; (b)=0,25; (c)=0,50 ]

Considere três ćırculos, de raios a, b e c (dois a dois distintos), tangentes exteriormente dois a dois e todos tangentes a
uma reta s nos pontos A, B e C, respectivamente, como mostra a figura abaixo:

(a) Prove que AC = 2
√
ac.

(b) Dê o valor de AB em função de a e b e o valor de BC em função de b e c.

(c) Determine b em função de a e c.

Solução:

(a)



Considere os pontos D e E centros dos ćırculos A e C respectivamente, e o ponto F sobre CE tal que DF seja
ortogonal a CE.

Como DACF é um retângulo, segue que DF = AC.

Temos ainda que DE = a+ c e EF = c− a.

Aplicando o Teorema de Pitágoras ao triângulo retângulo DEF , segue que

DF
2
+ EF

2
= DE

2
,

logo

AC
2
+ (c− a)2 = (a+ c)2,

que nos dá

AC
2
= (a+ c)2 − (c− a)2 = (a2 + 2ac+ c2)− (c2 − 2ac+ a2) = 4ac.

Com isso,
AC =

√
4ac = 2

√
ac.

(b) Repetindo os argumentos do item (a) para os ćırculos de raios a e b, temos que

AB = 2
√
ab.

Repetindo agora para os ćırculos de raios c e b, segue que

BC = 2
√
bc.

(c) Temos que
AC = AB +BC.

Com isso,
2
√
ac = 2

√
ab+ 2

√
bc ∴

√
ac =

√
ab+

√
bc.

Elevando ao quadrado, segue que

ac = ab+ 2
√
ab
√
bc+ bc ∴ ac = ab+ 2b

√
ac+ bc.

Com isso,
ac = b

(
a+ 2

√
ac+ c

)
,

que nos dá

b =
ac

a+ 2
√
ac+ c

.

Pauta de Correção:

(a) • Chegou a DF
2
+ EF

2
= DE

2
, onde D é o centro do ćırculo de raio a, E é o centro do ćırculo de raio c e F

a projeção de D sobre CE. [0, 25]

• Concluir que AC =
√
4ac = 2

√
ac. [0, 25]

(b) • Obter que AB = 2
√
ab e BC = 2

√
bc. [0, 25]

(c) • Observar que 2
√
ac = 2

√
ab+ 2

√
bc ou equivalente.[0, 25]

• Concluir b =
ac

a+ 2
√
ac+ c

. [0, 25]



Questão 06 [ 1,25 ::: (a)=0,75; (b)=0,50 ]

Em cada item abaixo, decida e justifique se a afirmação dada é falsa ou verdadeira:

(a) Se x− 1 ⩾ 0 ou
x

2x− 1
> 1, então x > −

√
73.

(b) Se |x+ 2| ⩽ 2 e |x| > 1, então x > −4.

Solução:

(a) VERDADEIRA.

Temos que x− 1 ⩾ 0 é equivalente a x ⩾ 1. Já,
x

2x− 1
> 1 é equivalente a

1− x

2x− 1
> 0, ou seja,

1

2
< x < 1.

Assim, a condição x− 1 ≥ 0 ou
x

2x− 1
> 1 é satisfeita se, e somente se, x >

1

2
.

Como x >
1

2
implica x > −

√
73, a afirmação é verdadeira.

(b) FALSA.

Temos que |x+ 2| ⩽ 2 é equivalente a −2 ⩽ x+ 2 ⩽ 2. Logo, −4 ⩽ x ⩽ 0.

Agora, |x| > 1 é equivalente a x < −1 ou x > 1.

Portanto, |x+ 2| ⩽ 2 e |x| > 1 é equivalente a −4 ⩽ x < −1.

Mas esse intervalo inclui x = −4, que não satisfaz x > −4.

Portanto, a afirmação é falsa.

Pauta de Correção:

(a) • Resolver a inequação
x

2x− 1
> 1 . [0, 25]

• Resolver x− 1 ⩾ 0 ou
x

2x− 1
> 1. [0, 25]

• Concluir que a afirmação é verdadeira. [0, 25]

(b) • Resolver |x+ 2| ⩽ 2 e |x| > 1. [0, 25]

• Concluir que a afirmação é falsa. [0, 25]

Pauta de Correção alternativa para o item (b):

(b) • Justificar que as desigualdades valem no caso x = −4, mas a condição x > −4 não vale, por isso, a implicação é
falsa. [0,50]

Observação: Os resultados não precisam estar estritamente alinhados à resolução apresentada aqui. As respostas
podem surgir do uso de intervalos de reta, estudo do sinal de funções ou operações com conjuntos.



Questão 07 [ 1,25 ]

Três satélites artificiais orbitam a Terra e serão recalibrados sempre que passarem simultaneamente pelo meridiano de
Greenwich. Seus ciclos orbitais são:

• Satélite A: Completa uma órbita a cada 7 horas e passou por Greenwich às 2 horas do dia 0.

• Satélite B: Completa uma órbita a cada 11 horas e passou por Greenwich às 3 horas do dia 0.

• Satélite C: Completa uma órbita a cada 10 horas e passou por Greenwich às 4 horas do dia 0.

Determine o primeiro instante t (em horas após o dia 0) em que os satélites serão recalibrados.

Solução:

Pelo enunciado os instantes de recalibragem serão dados pelo seguinte sistema de congruências t ≡ 2 mod 7
t ≡ 3 mod 11
t ≡ 4 mod 10.

Como (7, 11) = (7, 11) = (11, 10) = 1 usaremos o Teorema Chinês dos Restos.

Temos que c1 = 2, c2 = 3 , c3 = 4, M = 7 · 11 · 10 = 770,M1 = 110,M2 = 70 e M3 = 77.

Por inspeção temos que, y1 = 3, y2 = 3 e y3 = 3 são soluções, respectivamente, das congruências

110y1 ≡ 1 mod 7, 70y2 ≡ 1 mod 11 e 77y3 ≡ 1 mod 10.

Portanto, as soluções do sistema são dadas por

t ≡ M1y1c1 +M2y2c2 +M3y3c3 mod 770.

Assim , t ≡ 110 · 2 · 3 + 70 · 3 · 3 + 77 · 3 · 4 ≡ 2214 ≡ 674 mod 770.

A solução geral do sistema é dada por t = 770k + 674, onde k ∈ Z.

Portanto, o primeiro instante em que serão recalibrados se dará 674 horas após o dia 0.

Pauta de Correção:

• Escrever o sistema. [0,25]

• Achar uma solução. [0,50]

• Escrever a solução geral. [0,25]

• Determinar o primeiro instante. [0,25]

Solução Alternativa:

Sejam x, y e z as quantidades de voltas em torno da Terra dadas pelos satélites A, B e C, respectivamente.
Queremos encontrar t que seja solução do seguinte sistema: t = 7x+ 2

t = 11y + 3
t = 10z + 4

Temos então que 7x − 11y = 1 e 11y − 10z = 1. A primeira equação nos fornece x = 11k − 3 e y = 7k − 2; donde
77k − 10z = 23.



Esta última igualdade nos fornece k = 10p+ 9, onde k, p ∈ Z e x será dado por x = 110p+ 96.

Teremos então para t , t = 7x+ 2 = 770p+ 674.
Portanto, o primeiro instante em que serão recalibrados se dará 674 horas após o dia 0.

Pauta de Correção da Solução Alternativa:

• Escrever o sistema. [0,25]

• Achar uma solução para as duas primeiras equações. [0,25]

• Achar uma solução para as duas últimas. [0,25]

• Escrever a solução geral. [0,25]

• Determinar o primeiro instante. [0,25]

Questão 08 [ 1,25 ::: (a)=0,50; (b)=0,75 ]

(a) Dados os números reais α, β, γ, mostre que existem infinitos polinômios de grau 3 com coeficientes reais que têm
α, β e γ como ráızes.

(b) Encontre um polinômio P (X) de grau 3 tal que P (1) = P (3) = P (4) = 8 e P (2) = 16.

Solução:

(a) Para cada número real a definimos o polinômio

Pa(X) = a(X − α)(X − β)(X − γ)

Como Pa(α) = Pa(β) = Pa(γ) = 0, temos infinitos polinômios de grau 3 com as três ráızes.

(b) Considere o polinômio Q(X) = P (X)− 8. Assim, temos Q(1) = Q(3) = Q(4) = 0.

Então segue que Q(X) = a(X − 1)(X − 3)(X − 4) para algum a ∈ R.
Logo temos que P (X) = a(X − 1)(X − 3)(X − 4) + 8. Como P (2) = 16 temos que

16 = a(2− 1)(2− 3)(2− 4) + 8 ⇐⇒ 2a+ 8 = 16 ⇐⇒ a = 4.

Portanto, P (X) = 4(X − 1)(X − 3)(X − 4) + 8 = 4X3 − 32X2 + 76X − 40

Pauta de Correção:

(a) • Escrever um polinômio do grau 3 como P (X) = a(X − α)(X − β)(X − γ), ou algo equivalente. [0,25]

• Concluir que há infinitos polinômios. [0,25]

(b) • Escrever Q(X) = P (X)− 8. [0,25]

• Concluir que Q(1) = Q(3) = Q(4) = 0. [0,25]

• Encontrar a partir de P (2) = 16 um polinômio de grau 3. [0,25]


